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     Майбутні педагоги повинні володіти необхідним математичним 
апаратом для постановки і обробки матеріалів педагогічних чи 
психологічних експериментів. 
     Знання лінійної алгебри дає можливість рішати лінійні 
алгебраїчні рівняння для встановлення коефіцієнтів при виведенні 
формули функціонального зв’язкуI при дослідженні рівня і якості 
засвоюємого навчального матеріалуI від цілого ряду аспектів 
психологічного і педагогічного характеру. 
     Акцентується увага на комп’ютерному варіанті обробки 
результатів психолого-педагогічних експериментів в редакторі 
Microsoft lffice Excel. 
     Приводиться ряд розроблених автором програм для 
програмованого мікрокалькулятора CfTfZEN pom-PRM pCfETfcfC 
CAiCriATloI які дадуть змогу робити перевірку самостійних 
домашніх завдань і організувати проведення науково-дослідної 
роботи студентівI а також проводити самостійну науково-пошукову 
роботу аспірантам педагогічного напрямку навчання. 
     Може бути корисним для вчителівI учнів ліцеївI коледжівI 































Лекція=1.=Визначники другого порядку і системи двох рівнянь першого 
степеня з двома невідомимиK 
=











Число аNвO=–=аOвO називається визначником другого порядкуI=що=
відповідає таблиці=ENKNFK=














Числа аNI=аOI=bNI=bO називаються елементами визначникаK=
ГоворятьI=що елементи аNI=bO лежать на головній діагоналі визначникаI=
а елементи=aOI=I=bN лежать на побічнійK=
Таким чиномI= визначник другого порядку рівний різниці між=







OK Покажемо як використовуються визначники другого порядку в=
задачі дослідження рішень системи двох рівнянь першого=
степеня з двома невідомимиK=
Розглянемо систему двох рівняньW=
bNХHbNvZtNI=
bOХHbOvZtOI== = = = ENKPF=
з невідомими ХI=У=Eкоефіцієнти аNI=bNI=аOI=bO і вільні члени=tNI=tO=
відоміFK=
= J=S=J=
Пара чисел ХMI=vM називається рішенням системи=ENKPFI=якщо ці числа=
задовольняють систему= ENKPFI= тобто при заміні букв ХIv= відповідно=
числами ХMI=vM кожне із рівнянь=ENKPF=стає арифметичною тотожністюK=
Будемо знаходити всі рішення системи= ENKPFX= попутно проведемо її=
дослідженняI= а самеI= вияснимоI= в яких випадках система= ENKPF= має=
тільки одне рішенняI= в яких випадках= –= більше одного і в яких=
випадках вона зовсім не має рішеньK=
При цьому ми застосуємо загальновідомий прийом виключення=
невідомихW= помножимо обидві частини першого рівняння на= bOI=
другого= – =на= bN і після отримані рівності складемо почленноX =тим=
самим невідоме У виключаєтьсяI=і ми отримаємоW=
( ) KONNONOON tbtbubaba -=- = = ENKQF=
АналогічноI=виключаючи із системи=ENKPF=невідоме ХI=знайдемо=



















Тоді рівняння=ENKQF=і=ENKRF=можна буде написати такW=
∆·Х=∆ХX= = = = = = ∆·vZ∆vK= = ENKTF=
Визначник ∆I=складений із коефіцієнтів при невідомих системи= ENKPFI=
називається визначником цієї системиK=
Визначник ∆Х отримують шляхом заміни елементів першого=
стовпчика ∆ вільними членами системи= ENKPFX= визначник ∆v=
отримують із визначника ∆ за допомогою заміни вільних членів=
системи=ENKPF=елементів другого стовпчикаK=
ПрипустимоI=що ∆≠MK=При цій умові із рівняння=ENKTF=знайдемо=
ID
D= uu = = ID
D= vv =
















































v = = = ENKUF=
Ці формулиI=очевидноI=дають рішення вихідній системіI= складеній із=
рівнянь=ENKTFK=Вони ж дають рішення==вихідній системі=ENKPFK=
Щоб впевнитись в цьомуI=слід невідомі ХIv=у лівих частинах рівнянь=
ENKPF= замінити формулами= ENKUFX= після такої заміни= Eв результаті=
„розкриття”= визначників ∆I= ∆ХI =∆v і нескладних викладокI =які легко=
проводяться= I= виявляєтьсяI= що ліва частина першого із рівнянь= ENKPF=
дорівнює числу=tNI=а ліва частина другого із рівнянь=ENKPF=–=числу=tOI=
а це означаєI=що формули=ENKUF=визначають рішення системи=ENKPFK=
На основі вищесказаного ми можемо сформулювати наступне=
твердженняW=
Якщо визначник ∆ системи=E1.P)=не дорівнює нулю,=то система має=
єдине рішенняX=воно визначається формулами=E1.8).=
=
PK =Припустимо теперI =що ∆ZMK =Якщо= = при цьому хоча б один із=
визначників ∆ХI=∆v відмінний від нуляI=то система=ENKPF=зовсім не має=
рішення=Eяк говорятьI=рівняння цієї системи несумісніFK=
дійсноI=якщо ∆ZMI=але хоча б один із визначників==∆ХI=∆v не дорівнює=
нулюI =то в крайньому випадку одне із рівнянь= ENKTF =є неможливимI =
тобто система= ENKTF= не має рішеньK= АлеI= в такому випадку і система=
ENKPF=не має рішеньI=тому що система= ENKTF=виведена із системи= ENKPFI=
томуI= кожне рівняння системи= ENKPFI= як би таке булоI= воно б було і=
рішенням системи=ENKTFK=
QK =Якщо ж ∆ZMI =але разом із тим= = ∆Х=∆vZMI= то система= ENKPF= має=
нескінченно багато рішень=E=в цьому випадку одне із рівнянь системи=
є наслідком другогоFK=
ДійсноI=якщо ∆=∆Х=∆vZMI=тобто якщо= XMNOON =- baba = XMNOON =- tata =
IMNOON =- tbtb  то коефіцієнти при невідомих і вільні члени даних=
рівнянь пропорційніK= А це значитьI= що одне із рівнянь системи=
отримується шляхом множення всіх членів другого рівняння на=
деякий загальний множникI =тобто в системі є лише одне суттєве=
рівнянняI=наприкладI=auHbvZtNI=друге ж є його наслідкомK=
= J=U=J=
Але рівняння виду= aNuHbNvZtN завжди має нескінченно багато=
рішеньI= тому що одному із двох невідомих= uIv= можна надавати=
числові значення довільніI= а друге невідоме визначити відповідно із=






tuav +-= = = = = ENKVF=
ПриміткаK=В цих міркуваннях малось на увазіI=що кожне окремо взяте=
рівняння системи має рішенняK= Якщо розглядати= = і такі системиI= в=





задовольняє умовамW =∆ZMX =∆ХZMX =∆vZMI= але ця система не допускає ні=
одного рішенняK=
=
= = = = =Таким чиномI =якщо визначник системи= ENKPF =не дорівнює нулю=
(∆≠MFI=то система або не має рішенняI=або має їх нескінченно багатоK=







Так як ∆≠MK=то система має єдине рішенняI=що визначається=
формулами=ENKUFK=Знайдемо ∆Х і ∆vW=
IOOTQPO
PT










































= = = = PuHQvZNI=





Так як ∆ZMI=то дана система або зовсім не має рішеньI=або має їх=
нескінченно багатоK=
Щоб визначитиI=яка саме із цих двох можливостей здійснюєтьсяI=
знайдемо ∆Х і ∆vW=
IQNOU
UP




Так як ∆ZMI=але ∆Х≠MI=∆v≠MI=то дана система рішень не маєK=
ПриміткаK= До такого ж висновку можна прийти зразуI= якщо=
помножити всі члени першого рівняння на= O= і відняти результат=
почленно із другого рівнянняX= ми отримуємо при цьому= MZNI= тобто=
протирічну рівністьK=ОтжеI=дані рівняння не сумісніK=
Приклад=PK=Знайдіть рішення системи=
= = = PuHQvZNI=
= = = SuHUvZOK=
РішенняK=Коефіцієнти при=uIv=–=ті ж саміI=що в прикладі=OX=тому ∆ZMK=
ОтжеI=дана система або зовсім не має рішеньI=або має їх нескінченно=
багатоK= АлеI= як легко замітитиI= друге рівняння системи є наслідком=
першого=Eотримується множенням всіх членів першого рівняння на=OFK=
Таким чиномI= так як система зводиться до одного рівнянняI= то вона=
має нескінченно багато різних рішеньX= ми отримуємо їх надаючи Х=




PN uv -= =
=











= = = ENKNMF=
Тобто систему рівняньI=вільні члени яких дорівнюють нулюK=
ОчевидноI= що така система завжди має нульове рішенняW= ХZMI= vZMK=
Якщо ∆≠MI=то це рішення є єдинимX=якщо ∆ZMI=то однорідна системаI=
крім нульовогоI=має нескінченно багато других рішень= Eтому що для=
однорідної системи можливість відсутності рішень виключенаFK= Такі=
ж висновки можна сформулювати ще такW= однорідна система= ENKNMF=














































































































Друге рівняння отримано із першого множенням на= OK= Система=



























Рівняння протирічніK=Система не має рішеньK=
=
Приклад=RK=Рівняння регресії і визначення її параметрівK=
РівнянняI=що відображає зміну середньої величини однієї ознаки=EvF=в=
загальності від іншої= EХFI= називається рівнянням регресіїI= або=
рівнянням кореляційного зв’язкуK=
При простій кореляції це рівняння має виглядW=
INM uaav u +=
-
= = = = = ENKNNF=
де= uv
-
=–=середнє теоретичне значення=v=при даному значені ХX=
aMI=aN=–=невідомі параметри рівнянняK=
Кореляційне рівняння пов’язує результативну ознаку з факторною у=
вигляді рівняння прямої лініїI=де параметр=aN визначає середню зміну=
результативної ознаки=EvF=при зміні факторної ознаки=EХF=на одиницю=
її натурального виміруK=
Невідомі параметри= aMI =aN знаходять за способом найменших=
квадратівI= який ставить умовуI= щоб сума квадратів відхилень= v= від=
аплікат== uv
-
I=обчислених за рівняннями регресіїI=була найменшоюI=або=
щоб при зображені в прямокутній системі==координат теоретична лінія=
регресії проходила б максимально близько до фактичних данихK=

































































Розглянемо результати психолого-педагогічного експерименту і=
виявимо кореляційну залежність між затратами праці= v= і рівнем=
автоматизації виробничого навчання Х у=SQ=школахK=
За даними спостереження вирахуємо допоміжні величини= EтаблK= NKNFK=
підставивши в систему нормальних рівнянь замість буквених=
позначень обчислені сумарні значенняI=отримаємоW=
SQaMHQMIVSaNZNRSIPUI=
QMIVSaMHOTIROTaNZVUIVTOMK= = = = ENKNPF=















N= NIPV= MIUO= NIOPVU= MISTOQ= NIVPON=
O= NIRQ= NIMM= NIRQMM= NIMMMM= OIPTTNS=
KKK= KKK= KKK= KKK= KKK= KKK=

































































Для зручності інтерпретації визначимо Х= Eфакторну ознакуF= у=
відсоткахK=В цьому випадку коефіцієнт при Х зменшиться в=NMM=разівK=
Таким чиномI=у загальному виглядіI=рівняння матиме вигляд=
KMMUIMVUIO uv u -=
-
== = = ENKNRF=
Економічна інтерпретація даного кореляційного рівняння такаW=
збільшення рівня автоматизації виробничого навчання в школах на=




Лекція=O.=Однорідна система двох рівнянь першого степеня з трьома 
невідомимиK 

























































= = = = EOKPF=
= = = =Будемо вважатиI= що невідомій= w= приписано деяке числове=
значенняK=
При визначеному числовому значені= w= система= EOKPF= має єдине=




























= = = = EOKQF=
Числа= uIv= разом із числом= w= складають рішення заданої системи=
EOKNFX= різним числовим значенням= w= відповідають різні рішення=
системи=EOKNFK=Система=EOKNF=має нескінченно багато рішеньI=тому що=w=
можна вибирати довільноK=































































































XNtu D= = XOtv D= = IPtw D= = = EOKUF=
які визначають всі рішення системи= EOKNFK= Кожне окреме рішення=
отримують при будь-якому визначеному числовому значені=tK=
Для практики обчислень корисно замітитиI=що визначники ∆NI =∆OI =∆P=
















TK= Попередній вивід проводиться в припущеніI= що ∆P≠M= EдивK=
нерівність=OKOFK=
У випадкуI= коли ∆PZMI= але хоча б один із визначників ∆NI =∆OI= не=
дорівнював нулюI=вивід зводиться до попереднього переміною ролей=
невідомих= Eякщо наприкладI= ∆O≠MI= то слід вважатиI= що довільні=
числові значення приписуються невідомій= vI= а= u= і= w= відповідно=
визначаються із рівнянь системиFK=































Якщо ж всі три визначники ∆NI =∆OI =∆P дорівнюють нулюI= тобто=
IMNOON =- сbсb = IMNOON =- сaсa = IMONON =- abba  то=
коефіцієнти рівнянь системи=EOKNF=пропорційніK=
В цьому випадку одне із рівнянь системи є наслідком другогоW= одне=
рівняння виходить множенням всіх членів другого на деякий=
числовий множникK =Таким чиномI =при ∆NZMI =∆OZMI =∆PZM= система=
фактично зводиться до одного рівнянняK= Така система звичайно має=
нескінченно багато рішеньK= Для того щоб отримати будь-яке із нихI=
слід двом невідомим надати довільні числові значенняI=а третє знайти=
із рівнянняK=

































Таким чиномI=всі рішення даної системи згідно формули=EOKUF=будуть=














де=t=–=може приймати будь-яке значенняK=
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Система має лише одне суттєве рівняння=Eдруге виходить почленним=
множенням першого на= OFK= Будь-яке рішення системи складається із=
трьох чисел=uIvIwI=де=uIv=–=будь-якіI=а= K
P
OP vuw += =
Практична робота=O=
Приклад=NK=Знайти рішення системиI=отриманої в результаті=
проведення педагогічного експерименту=
======ai = = = = =====bi = = = = =======ci = =
OIRSQRu= H= QIVTOPv= H= TIPRQOw= ZMI=


















































































Приклад=OK=Знайти рішення системиK=Отриманої в результаті=
проведення психологічного експерименту=
======ai = = = = =====bi = = = = =======ci = =
JTIUUu== H= MIVVv= = H= PMIOTw== ZMI=



































































= = = EPKNF=
Визначником третього порядкуI=який відповідає таблиці=EматриціF=



















Числа= aNI =aOI =aPI =bNI =bOI =bPI =cNI =cOI =cP= = називаються елементами=
визначникаK=Елементи=aNI =bOI =cPI=розташовані на діагоналі визначникаI=
яка називається головноюX= елементи= aPI =bOI =cP складають її побічну=
діагональK=
Потрібно звернути увагу на теI=що перші три доданки в правій частині=
рівності= EPKOF= представляють собою добутки елементів визначникаI=



































Щоб отримати наступні три члени правої частини рівності= EPKOFI=
потрібно перемножити елементи визначника по три такI= як показано=
різними пунктирами на тій же схемі справаI= після чого у кожного із=
найдених добутків змінити знакK= Вказане зараз правило називають=
правилом ТРИКУТНИКАK= Воно дає можливість без напруги пам’яті=
написати формулу= EPKOFI= а також обчислити визначник третього=















Існує ще один спосіб розкриття визначника третього порядкуK=Це так=
зване правило СаррюсаK= Приписуючи до визначника перші два=






















































VK=Визначники широко застосовуються як в самій математиціI=так і в її=
практичному використанніK=
В подальшому ми покажемо використання визначників третього=
порядку у питанні дослідження рішення системи трьох рівнянь=
першого степеня з трьома невідомимиK= Але спочатку необхідно=
познайомитися з деякими властивостями визначниківK=Ряд важнійших=
властивостей визначників дається в наступнім пунктіK=Всі поясненняI=
які відносяться до цих властивостей будуть приводитисяI =маючи= = на=
увазі визначники третього порядкуX=але самі властивостіI=притаманні=
визначникам всіх порядків= Eпоняття визначника вище третього=
приводиться в кінці курсуFK=
NMK=Властивість=1. Величина визначника не змінитьсяI=якщо всі його=
строчки замінити його стовпцямиI= причому кожну строчку замінити=














= == = = EPKPF=
Цю властивість можна виразити ще такW=
Якщо замінити місцями елементи визначникаI= розташовані=
симетрично відносно головної діагоналіI= то величина визначника=
залишається незмінноюK=
= J=OO=J
Для доведення цієї властивості достатньо примінити правило=
трикутників до лівої і правої частини рівності= EPKPF= і порівняти=
отримані результатиK=
ПриміткаK Властивість= N =означає рівноправність строчок і стовпців=
визначникаX=тому подальші властивості визначникаI=властивості його=
стовпців і строчокI= достатньо доказувати тільки для стовпців або=
тільки для строчокK=
Властивість= O. Перестановка двох стовпців або двох строчок=















= = = = EPKQF=
Для доведення рівності=EPKQF=достатньо використати правило=
трикутників до його лівої і правої частини і порівняти отримані=
результати=Eточно так встановлюються аналогічні рівностіI=що=
відповідають перестановці других стовпчиків визначникаFK=
Властивість=P. Якщо визначник має два однакових стовпці або дві=
однакові строчкиI=то він рівний нулюK=
СправдіI=нехай ∆ який-небудь визначникI=що має два однакових=
стовпчикиK=Якщо ми переставимо ці стовпчикиI=то з однієї сторониI=в=
силу властивості=O=визначник змінить знакK=Але з другої сторониI=так=








Властивість=4K Множення всіх елементів одного стовпчика або однієї=
строчки визначника на любе число К рівносильно множенню=
визначника на це число КK=
Інакше цю властивість можна висказати такW=загальний множник всіх=
елементів одного стовпчика або однієї строчки визначника можна=












































= = = = EPKRF=
Для доведення цієї властивості достатньо замітитиI= що визначник=
виражається у вигляді сумиI= кожний член якої вміщує множником=
один елемент із кожної строчки і з кожного стовпчика=EдивK=ф-лу=EPKOF=
П=UFK=
Властивість= RK Якщо всі елементи деякого стовпчика або деякої=
строчки рівні нулюI=то сам визначник буде дорівнювати нулюK=







Властивість= 6. Якщо відповідні елементи двох стовпців або двох=
строчок визначника пропорційніI=то визначник дорівнює нулюK=
Ця властивість слідує із властивостей= Q= і= PK= СправдіI= якщо елементи=
двох стовпців визначника пропорційніI= то елементи одного із них=
отримують множенням елементів другого на деякий загальний=
множникK= Винісши цей множник за знак визначникаI= ми отримаємо=












Властивість=TK Якщо кожний елемент першого стовпчика=Eабо першої=
строчкиF= визначника представляє собою суму двох доданківI= то=
визначник може бути представлений у вигляді суми двох визначниківI=
із яких один у першому стовпчику=Eабо відповідно у першій строчціF=
має перші із згаданих доданкиI=а другий=–=другіX=елементиI=які стоять=



















































Для доведення цієї рівності достатньо застосувати правило=
трикутниківI= або правило Саррюса до визначниківI= записаних в його=
лівій і правій частиніI=і порівняти отримані результатиK=
Властивість= 8. Якщо до елементів деякого стовпчика= Eабо деякої=
строчкиF= додати відповідні елементи другого стовпчика= Eабо другої=
строчкиFI=помножені на будь-який множникI=то величина визначника=
при цьому не змінитьсяK=
Властивість=U=витікає із властивостей=T=і=SK=Пояснимо це на прикладіK=
НехайI=до елементів першого стовпчика прибавлені елементи другого=


























Другий із отриманих визначників має два пропорційні стовпчикиK=


















= = = EPKUF=
яка в даному випадку і виражає вказану властивість визначникаK=
Дальнійші властивості визначників зв’язані з поняттям алгебраїчного=
доповнення і мінораK=



























































N= RPPINUSOЕ= = n= S= ORISЕ= = s=
O= NUUIONUЕ= = o= T= SUIOSЕ= = t=
P= SUIOSЕ= = p= U= ORISЕ= = u=
Q= NUUIONUЕ= = T= V= NM= = v=
R= SUIOSЕ= = r= NM= = NSISRRSUU= ∆=
ПриміткаW=NK=натискаються клавіші=lkI=MlabK=OK=підводиться курсор=
під= „Pmold”K= PK= натискується клавіша=bkTbo=EпускFK= QK= підводиться=
курсор під= „Oork”I= bkTboK= RK= підводиться курсор під= „pN”=
xhoAkboO]I=bkTboK=SK=послідовно набираються значення=nI=oI=pI=TI=
rI =sI =tI =uI =vK =TK =буквою Е позначений натиск клавіші= bkTbo =
(введення або пускFK=UK=результати зчитуються з екрану дисплеяK=
Практична робота=P=













Приклад=OK=Обчислити визначник за правилом Саррюса=
( ) ( )







































































На кожному із цих визначників перевіритиI= що сума добутків=
елементів будь-якого ряду на алгебраїчні доповненняI= що=































Приклад= TK= Обчислити визначник результатів педагогічного=













=D = = = = EQKNF=
По визначенню П˚=U=
KPONPONPONPONPONPON bсaсababсbaсaсbсba ---++=D = = EQKOF=
Зберемо члениI=що утримують який-небудь один елемент визначникаI=
і винесемо цей елемент за дужкиX=величинаI=що залишиться в дужкахI=
називається АЛГЕБРАЇЧНИМ ДОПОВНЕННЯМ цього елементаK=
Алгебраїчне доповнення елемента позначимо великою буквою того ж=
найменування і з тим же номеромI= що і букваI= якою позначений=
елементK=
НаприкладI=алгебраїчне доповнення елемента=aN= буде позначено через=
АNI=елемента=bN через=_NI=і так даліK=
Властивість= 9. Визначник дорівнює сумі добутків елементів якогоJ
небудь стовпчика=Eабо строчкиF=на їх алгебраїчні доповненняK=
Другими словамиI=мають місце наступні==рівності=
∆ZaNANHaOAOHaPAPX = = ∆ZaNANHbN_NHcNCNX = = EQKPF=
∆ZbN_NHbO_OHbP_PX = = ∆ZaOAOHbO_OHcOCOX = = EQKQF=
∆ZcNCNHcOCOHcPCPX = = ∆ZaPAPHbP_PHcPCPK = = EQKRF=
Щоб доказатиI=наприкладI=першу із цих рівностейI=достатньо записати=
праву частину формули=EQKOF=у вигляді=
∆ZaNEbOcPJbPcOFHaOEbPcNJbNcPFHaPEbNcOJbOcNFK == EQKSF=
ВеличиниI= що стоять в дужкахI= є алгебраїчними доповненнями=
елементів=aNI=aOI=aPI=тобто=
bOcPJbPcOZANX = = bPcNJbNcPZAOX = = bNcOJbOcNZAPK = = EQKTF= =
Звідси і із попереднього отримуємоW=
IPPOONN AaAaAa ++=D = = = EQKUF=
= J=OU=J
що і вимагалось доказатиK= Інші рівності= EQKPF= –= EQKRF= доказуються=
аналогічноK= Запис визначника згідно якій-небудь із формул= EQKPF= –=
EQKRF=називається розкладом його по елементам деякого стовпчика або=
деякої строчки= Eперша формула дає розклад по елементам першого=
стовпчика і тK=іKFK=
NOK= =МІНОРОМ деякого елемента визначника називається визначникI=
отриманий із даного шляхом закреслення строчки і стовпчикаI= на=
перетині яких розташований цей елементK= НаприкладI= мінором=






a =M = = = = EQKVF=






b =M = = = = EQKNMF=
і тK=іK=
ВиявляєтьсяI= що алгебраїчне доповнення будь-якого елемента=
визначника дорівнює МІНОРУ цього елементаI= взятому зі своїм=
знакомI= якщо сума номерів строчки і стовпчикаI= на перетині яких=
розташований елементI=є число парнеI=і з оберненим знакомI=якщо це=
число=–=непарнеK=
Щоб доказати справедливість цього твердженняI= необхідно=
розглянути алгебраїчні доповнення всіх елементів визначника і=
порівняти їх з мінорамиK=
Вказана зараз обставина суттєво полегшує використання формул=EQKOF=
–= EQKRFI= тому що дає можливість записувати алгебраїчні доповнення=
елементів визначника зразу просто=„дивлячись”=на цей визначникK=






де знаком плюс відмічені місця тих елементівI =для яких алгебраїчні=



















































ЗауваженняK= Обчислення визначника за допомогою розкладу по=
елементам стовпчика чи строчки можна спроститиI=якщо попередньо=
перетворити цей визначникI=примінивши властивість=UK=Помноживши==
елементи деякого стовпчика= Eабо деякої строчкиF= на будь-який=
множник і додаючи їх після до елементів другого стовпчика= Eабо=
другої строчкиFI=ми отримаємо новий визначникI=рівний даномуX=при=
належному виборі множника можна добитися тогоI= щоб один із=
елементів отриманого визначника виявився рівним нулюK= Двократне=
використання такої операції може дати визначникI= рівний даномуI= у=
якого два елементи однієї строчки=Eабо одного стовпчикаF=будуть рівні=
нулюK= Обчислюючи отриманий визначник за допомогою його=
розкладу==по елементам вказаної строчки=Eабо стовпчикаFI=ми повинні=
будемо підрахувати лише один мінорI= тому що два мінори із трьох=
множаться на елементиI=рівні нулюK=
ТакI= наприкладI= обчислюючи запропонований в попередньому= =
прикладі визначник ∆I =перетворимо його попередньо такW =додамо до=
елементів його другого стовпчика елементи першого стовпчикаI=
помножені на=EJOFI=після додамо до елементів його третього стовпчика=


















NPK= Приведемо деякі пропозиціїI= важливі для рішення і дослідження=
системи рівнянь першого степеня з трьома невідомимиK= Аналогічно=
пропозиції використовуються для рішення і дослідження системи=









=D = = = = EQKNOF=
Розкладемо його по елементам будь-якої строчки або будь-якого=
стовпчикаI=наприкладI=по елементам першого стовпчикаW=
KPPOONN AaAaAa ++=D = = = EQKNPF=
Замінимо в правій частині цього рівняння числа аNI =аOI =аP будь-якими=
числами= tNI =tOI =tPX =тоді права частина рівняння= EQKNPF =буде=
представляти собою розклад по елементам першого стовпчика=










AtAtAt =++ = = EQKNQF=
Виберемо тепер в якості= tNI =tOI =tP елементи другого або третього=
стовпчика даного визначника= Eтобто візьмемо= tNZbNI =tOZbOI =tPZbP=
або=tNZcNI=tOZcOI=tPZcPFK=
В такому випадку визначник= EQKNQF= буде мати два однакових=
стовпчики іI=отжеI=буде дорівнювати нулюX=отримаємо рівність=
IMPPOONN =++ AbAbAb = = = = = EQKNRF=
або=
KMPPOONN =++ AcAcAc = = = = = EQKNSF=
Якщо ми будемо виходити із розкладу ∆ по елементам його другого=
стовпчикаI=то аналогічним шляхом отримаємо рівності=






























KMPPOONN =++ BcBcBc = = = = = EQKNUF=
Виходячи із розкладу ∆ по елементам третього стовпчикаI=отримаємо=
рівностіW=
IMPPOONN =++ CaCaCa = = = = = EQKNVF=
KMPPOONN =++ CbCbCb = = = = = EQKOMF=
Крім тогоI =шість подібних рівностей має місце для строчок=
визначникаK=
На основі вищесказаного ми можемо сформулювати наступну=
властивість визначниківW=
Властивість= 1M. Сума добутків елементів будь-якого стовпчика= Eабо=
будь-якої строчкиF=визначника на алгебраїчне доповнення відповідних=













Застосовуємо==U=властивістьI=множимо перший стовпчик на=EJOF=і=

















































На основі властивості= Q= винесемо загальний множник= P= за знак=


































































Приймаючи до увагиI=що у першому визначнику перший і другий=
























































На основі теореми розкладу=











































( ) ( ) ( )KPNOOPOONNPPNOPPPONNOPOPPPPOONN aaaaaaaaaaaaaaa -+---=D =
тобтоI=
KNPNPNONONNNN AaAaAa +-=D =





















































































Аналогічно обчислюємо визначник= ikA  шляхом пропускання=
відповідного стовпчика і рядкаK=Знак перед елементами=aik у формулі=















































































Лекція=R.=Рішення і дослідження системи трьох рівнянь першого 
степеня з трьома невідомимиK=










= = = = = ERKNF=
з невідомими=uI=vI=w=Eкоефіцієнти=aNI=bNI=…I=cN і вільні члени=tNI =tOI=
tP припустимо відоміFK=
Три числа= uMI =vMI =wM називаються рішенням системи= ERKNFI= якщо ці=
числа задовольняють рівняння системи= ERKNFI= тобто якщо при заміні=
символів= uI =vI =w =числами= uMI =vMI =wM кожне із рівнянь= ERKNF= стане=
арифметичною тотожністюK=
Найдемо всі рішення системи= ERKNFX= паралельно проведемо її=
дослідженняX=виявимоI=у яких випадках система=ERKNF=має тільки одне=
рішенняI= в яких випадках= –= більше одногоI= в яких випадках вона=
зовсім не має рішеньK=








=D = = = = ERKOF=
складений із коефіцієнтів при невідомихX= він називається=
ВИЗНАЧНИКОМ ДАНОЇ СИСТЕМИK=
БудемоI= як і ранішеI= позначати символами АNI =АOI= KKK= алгебраїчні=
доповнення елементів=aNI=aOI=…=визначника ∆K=
Помноживши обидві частини першого рівняння системи= ERKNF= на АNI=
другого на= – =АOI= третього= –= на АPI= а після почленно додамо ці=
рівнянняI=отримаємоW=








Звідси і на основі властивостей=V=іNM=маємо=EдивK=перше із рівностей=
EQKPF=nM=NNI=а також рівностей=EQKNRF=і=EQKNSF=nM=NPFW=
KPPOONN AtAtAtu ++=×D = = ERKPF=
По аналогіїI=находимо=
= J=PS=J
KPPOONN BtBtBtv ++=×D == = ERKQF=
KPPOONN CtCtCtw ++=×D == = ERKRF=
Праві частини рівнянь= ERKPFI= ERKQF= і= ERKRF= позначимо відповідно=
символами ∆uI=∆vI=∆wK=
ТодіI=рівняння=ERKPFI=ERKQFI=ERKRF=приймуть вигляд=
∆·Х=∆uX=  ∆·vZ∆vX=  ∆·wZ∆wI= = ERKSF=




















wvu =D=D=D = ERKTF=
Корисно відмітитиI= що визначники ∆uI =∆vI =∆w отримують із=
визначника ∆ за допомогою заміни відповідно його першогоI=другого і=
третього стовпчиків стовпчиками вільних членів даної системиI= які=
стоять з правої частини рівнянняK=




D= wvu wvu = = = ERKUF=
Формули= ERKUF= відомі під назвою формул= КрамераK= Ці формулиI=
очевидноI=дають рішення вивідної системиI=яка складається із рівнянь=
ERKSFK=ВониI=такожI=дають рішення і вихідної системи=ERKNFK=
Для доведення слід підставити в рівняння системи=ERKNF=замість=uI=vI=
w= їх вирази= ERKUF= і переконатисяI= що кожне із рівнянь= ERKNF= буде=
задовільненоK=
Виконаємо цю підстановку для першого рівнянняX=отримаємо=
( )
( ) ( )





















Але згідно дев’ятої властивості визначників=














































тобто числа= uI =vI =w =визначені за формулами= ERKUFI =задовольняють=
першому рівнянню даної системиX=абсолютно аналогічно доводятьсяI=
що вони задовольняють двом останнім рівняннямK=
На основі вище приведеногоI=можна зробити слідуючий висновокW=





































NRK= Допустимо теперI= що визначник системи= ERKNF= дорівнює нулюW=
∆ZMK=
Якщо у випадку ∆ZM=хоча б один із визначників ∆uI=∆vI=∆w відмінний=
від нуляI=то система=ERKNF=зовсім не має рішень=Eяк говорятьI=рівняння=
цієї системи несумісніFK=
= J=PU=J
НасправдіI= якщо ∆ZMI= але хоча б один із визначників ∆uI =∆vI =∆w не=
дорівнює нулюI= то в крайньому разі одна із рівностей= ERKSF= буде=
неможливоюI=тобто система=ERKSF=не має рішеньK=
Але в такому випадку і система=ERKNF=не має рішеньI=тому що система=
ERKSF=виведена із системи=ERKNFK=ТомуI=кожне рішення системи=ERKNFI=як=
би таке було бI =воно і було б рішенням системи= ERKSFK =наприкладI =
система=
u= H= v= H= w= Z= OI=
Pu= H= Ov= H= Ow= Z= NI=
Qu= H= Pv= H= Pw= Z= QI=
не має рішеньI=тому що ∆ZMI=а ∆vZN≠MK=
У томуI= що дані рівняння несумісніI= можна переконатися і=
безпосередньоX= а саме= I= додаючи почленно перші два з них= = і=





















Нам залишається розглянути випадокI= коли ∆ZM= і також ∆uZMI =∆vZMI=
∆wZMK =Але цим випадком ми займемося трохи пізнішеI =після тогоI =як=
дослідимо так звані однорідні системиK=
=
Практична робота=R=

















































































PK Якщо ∆ZM =і всі три визначникиI =що стоять у чисельникахI =
також дорівнюють нулюI= то система не визначенаK= Вона=
зводиться до двох або одного рівняння з трьома невідомимиK=
Задаючись одним або двома невідомимиI= рішаємо або систему двох=
рівнянь з двома невідомимиI=або одне рівняння з одним невідомимK=
QK ∆ZMI=один із визначниківI=що стоять у чисельникуI=не дорівнює=
нулюK=Рівняння суперечнеK=
Приклад=OK=Знайти рішення системиK=
Pu= H= Ov= H= w= Z= NI=
u= H= Pv= H= Ow= Z= OI=
Ou= H= v= H= Pw= Z= PK=
























Pu= H= Ov= H= w= Z= NI=
u= H= Pv= H= Ow= Z= OI=






















Система не визначена і має нескінченно велике число рішеньK=Останнє=
рівняння є сума перших двохK=
Приклад=QK=Рішити систему=
Pu= H= Ov= H= w= Z= NI=





то систему можна рішати відносно Х і=vI=вважаючи=w=відомимW=
Pu= H= Ov= Z= NJwI=











































Pu= H= Ov= H= w= Z= NI=
Pu= H= Ov= H= w= Z= OI=











































Система суперечнаI=тому не має рішеньK=
=
=
Лекція=6.=Рішення і дослідження системи трьох однорідних рівнянь 
першого степеня з трьома невідомимиK=
Однорідною системою трьох рівнянь першого степеня з трьома=













== = = ESKNF=
тобто система рівняньI =вільні члени якої рівні нулюK =ОчевидноI =така=
система завжди має рішенняW= uZMI= vZMI= wZMX= воно називається=
НУЛЬОВИМK=Якщо ∆≠MI=то це рішення являється єдинимK=
Ми докажемоI =що якщо ∆ZMI =то однорідна система= ESKNF =має=
нескінченно багато не нульових рішеньK= EУ цьому випадку або якеJ
небудь одне її рівняння являється наслідком двох другихI =або якіJ
небудь два рівняння суть наслідок третьогоFK=
Спочатку доведемоI=вважаючиI=що хоча б один із мінорів визначника=







При цій умові перші два рівняння системи= ESKNF= мають нескінченно=
















u =-== = ESKOF=
при будь-яких значеннях=t=EдивK=nM=SI=формули=EOKUFFK=
= J=QO=J
Неважко переконатисяI=що у випадку ∆ZM=всі ці числа задовольняють=
також і третє рівняння системи=ESKNFK=СправдіI=підставляючи їх замість=






















Ми отримаємо в результаті підстановки нульI=томуI=що по умові ∆ZMK=
Таким чиномI= формули= ESKOF= при будь-якому= t= визначають рішення=
системи=ESKNFX=якщо=t≠MI=то це рішення буде не нульовеK=
В розглянутому випадку система має лише два суттєвих рівняння=
(третє рівняння є наслідком перших двохFK=
Припустимо теперI= що всі мінори визначника ∆ дорівнюють нулюX=
тоді будь-яка пара рівнянь= ESKNF= має пропорційні коефіцієнтиI= тобтоI=
як би ми не вибрали в системі= ESKNF= два рівнянняI= одне із них буде=
отримуватися множенням всіх членів другого на деякий загальний=
множник=Eу зв’язку з цим дивK=nM=TFK=ЗначитьI=в системі=ESKNF=буде лише=
одне суттєве рівняння= Eдва других будуть його наслідкамиFK= Така=
системаI=очевидноI=має нескінченно багато не нульових рішень=Eтому=
що двом невідомим можна приписати будь-які числові значенняI= а=
третє знаходиться із єдиного суттєвого рівняння системиFK=Тим самим=
наше твердження доказаноK= Отриманий результат можна=
сформулювати наступним чиномW=
Однорідна система=E6.1)=має не нульові рішення в тому і тільки в=
тому випадку,=коли ∆=M.=
Приклад=NK=Система=
u= H= Ov= H= w= Z= MI=
Pu= H= Rv= H= Pw= Z= MI=
Ou= H= Tv= J= w= Z= MK=
Має тільки нульове рішенняI=тому що ∆ZPP≠MK=
Приклад=OK=Система=
u= H= v= H= w= Z= MI=
Ou= H= Pv= H= Ow= Z= MI=
Qu= H= Rv= H= Qw= Z= M=



































Всі розв’язки визначаються формулами=ESKOFI=згідно яких=uZJtI=vZMI=
wZt=при будь-якому=tK=
Приклад=PK=Система=
u= H= v= H= w= Z= MI=
Ou= H= Ov= H= Ow= Z= MI=
Pu= H= Pv= H= Pw= Z= M=
також має нескінченно багато ненульових рішеньI =тому що ∆ZMK =В=
даному випадку всі мінори визначника ∆ дорівнюють нулю і система=
зводиться до одного рівнянняW=
u= H= v= H= w= Z= MK=
Будь-яке рішення системи складається із трьох чиселW=uI=vI=wI=де=u=і=v=
–=будь-якіI=а=wZJ=uJvK=
=













= = = ESKPF=
Ми докажемоI=що якщо ∆ZM= і система=ESKPF=має хоча б одне рішенняI=
то вона має нескінченно багато різних рішеньK=
НехайI= числа= uMI =vMI =wM складають деяке рішення системи= ESKPFX=













= = = ESKQF=
Віднімемо почленно= = тотожності= ESKQF= із відповідних рівнянь= ESKPF=
(першу тотожність=ESKQF=віднімемо із першого рівняння системи=ESKPFI=
другу тотожність= –= із другого рівняння і третю тотожність= –= із=
третього рівнянняFX=отримаємо=
= J=QQ=J
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




























= = = ESKTF=
Це і буде однорідна система трьох рівнянь першого степеня з=
невідомими= uI= vI= w= і з тими ж коефіцієнтами при невідомихI= що і в=
даній системі= ESKPFK= Вона називається= однорідною системоюI=
відповідно даній=неоднорідній системі=ESKPFK=
Так як по умові ∆ZMI =то згідно= nM= NS= однорідна система= ESKTF= має=
нескінченно багато різних рішеньK= Звідси слідуєI= що= = і дана система=













= = = = ESKUF=
системи=ESKPFK=Тим самим наше твердження доказаноK=
На основі доказаного зразу отримаємо слідуюче твердженняK=
Якщо ∆ZM= і також= M=D=D=D wvu I= то система= ESKPF= або зовсім не=
має рішеньI=або має нескінченно багато рішень=Eв останньому випадку=
в крайньому разі одне із рівнянь системи буде наслідком другихX=така=
система називається НЕВИЗНАЧЕНОЮFK=
Приклад=QK=Система=
u= H= v= H= w= Z= NI=
Ou= H= Ov= H= Ow= Z= PI=
Pu= H= Pv= H= Pw= Z= Q=
(що задовольняє умовам ∆ZMI MIMIM =D=D=D wvu F=не має рішеньK=
= = = = =СправдіI= навіть перші два рівняння цієї системи несумісніI= тому=
щоI=множачи перше із них на= O= і віднімаючи його після почленно із=































Pu= H= v= J= w= Z= MI=
Ru= H= Ov= H= Pw= Z= OI=
Uu= H= Pv= H= Ow= Z= P=
(що задовольняє умовам ∆ZMI MIMIM =D=D=D wvu F= має нескінченно=
багато рішеньK=
ДійсноI=третє рівняння цієї системи являється наслідком перших двохI=
і отримується за допомогою почленного їх додаванняK=Таким чиномI=
дана система має тільки два суттєвих рівнянняW=
Pu= H= v= J= w= Z= NI=
Ru= H= Ov= H= Pw= Z= OK=
Щоб знайти всі їх сумісні рішенняI=запишемо цю систему у вигляді=
Pu= H= v= Z= N= H= wI=
Ru= H= Ov= Z= O= J= Pw=
























Числа=uI=v=разом із числом=w=складають рішення даної системиX=дана=




Знайти всі рішення наступних==однорідних системW=
Приклад=NK=
Ou= H= v= J= w= Z= MI=
Ru= J= v= H= Ow= Z= MI=










Так як ∆≠MI=то дана система має тільки одне нульове рішенняW=
u= Z= v= Z= w= Z= MK=
Приклад=OK=
Pu= H= Qv= H= Ow= Z= MI=
u= J= v= H= Qw= Z= MI=







тому система має нульове рішенняK=ЗамітимоI=що мінориI=утримувані=





Для отримання третього рівняння необхідно додати до першого=
подвоєне друге=Eперевірити!FI=тобто третє рівняння=–=наслідок перших=
двохI=і система зводиться до двох рівнянь=
Pu= H= Qv= H= Ow= Z= MI=
u= J= v= H= Qw= Z= MK=
Задаючи довільно одне із нихI= наприклад= wI= із цих двох рівнянь=
знайдемо значення= u= i= vK= Приймаючи в даному випадку= wZhI=
отримаємо=
Pu= H= Qv= Z= JOhI=











































u= H= Ov= H= Pw= Z= MI=
Ou= H= Qv= H= Sw= Z= MI=
Pu= H= Sv= H= Vw= Z= MK=
РішенняK=Неважко підрахуватиI=що в даному випадку сам визначник і=
всі його мінори дорівнюють нулюK= Це значитьI= що в даній системі=
тільки одне загальне рівнянняI= а решта два йому пропорційніK=
ЗнаходячиI= наприкладI= із першого рівняння= uEuZJOvJPwF= при=
довільних=v=i=wI=отримаємо рішення даної системиK=Загальний вигляд=




OIORu= H= Pv= Z= MI=
Pu= H= Qv= Z= MK=
ВідповідьW=uZQtI=vZJPtI=t=–=довільне числоK=
Приклад=RK=
Pu= H= Ov= H= w= Z= MI=
Ou= H= Rv= H= Pw= Z= MI=
Pu= H= Qv= H= Ow= Z= MK=
ВідповідьW=uZMI=vZMI==wZMK=
Приклад=SK=
Ou= J= Pv= H= w= Z= MI=
u= H= v= H= w= Z= MI=
Pu= J= Ov= H= Ow= Z= MK=
ВідповідьW=uZJQtI=vZJtI=wZRtI=t=довільне числоK=
Приклад=TK=
u= J= v= H= Ow= Z= MI=
Ou= J= Ov= H= Qw= Z= MI=
Ru= J= Rv= H= NMw= Z= MK=
ВідповідьW=uZvJOwI=де=v=і=w=довільні числаK=
Приклад=UK=При якому значені=a=система має ненульові рішення?=
Знайти їх?=
aOu= H= Pv= H= Ow= Z= MI=
au= J= v= H= w= Z= MI=
= = = v= H= Qw= Z= MK=
ВідповідьW= = При аZMX=uZtI=vZMI=wZMX=
= J=QU=J
= = При аZOX=uZRtI=vZJUtI=wZOtK=
Приклад=VK=
Ou= H= v= H= Pw= J= t= Z= MI=
Pu= J= Ov= H= w= H= Ot= Z= MI=
Qu= H= Pv= H= Ow= J= Ut= Z= MI=






Так як число перестановок із= n= чисел рівне= n!I= то число членів=
(добутківF= визначника рівне= n!= Числом= n= характеризується порядок=
визначникаK= Визначник другого порядку= EnZOF= має два члениI=
визначник третього порядку= EnZPF= має шість членівI= четвертого=
порядку= Q!ZQ·P·O·NZOQ= члениI= п’ятого порядку= R!Z= R·Q·P·O·NZNOMI=
шостого порядку=S!Z=S·R·Q·P·O·NZTOM=членів і так даліK=
Розглянемо визначник= = четвертого порядкуI= необхідний нам для=
обробки матеріалів досліджень= = при проведені= = психологоJ
педагогічного експериментуK=










=D = = = ETKNF=
На жальI= для визначника четвертого порядку не має правила=
подібного= = правилу трикутника або правила Саррюса для розкриття=
визначника третього порядкуK= Над цим потрібно думати і=
запропонувати аналогічну формулуK= Але в загальному вигляді=




























































































Формула= ETKPF= і буде кінцевою формулою визначника четвертого=
порядкуK=
TKPK= Представлення визначника четвертого порядку за допомогою=
алгебраїчних доповненьK=
Якщо у визначнику= nJго порядку викреслити К-ий рядок і і-й=
стовпчикI= то отримаємо визначник= nJN= порядкуI= який називається=
мінором елемента=aihI=що знаходяться на перетині викреслених рядка і=
стовпчикаK=
Мінор елемента= aihI= помножений на= EJNFК+іI=називається алгебраїчним=
доповненням або ад’юнктом цього елемента і позначається через АКіK=
= J=RM=J
Всякий визначник ∆ можна розкласти по елементам будь-якого рядка=
або стовпчикаK=Для цього необхідно скласти суму добутків елементів=
будь-якого рядка або стовпчика на їх алгебраїчні доповнення=
KOONN KKK ininiiii AaAaAa +++=D = = ETKQF=













































Формулу=ETKRF=можна записати у вигляді=
INQNQNPNPNONONNNN AaAaAaAa +++=D = = ETKSF=






































Розкриваючи визначники третього порядку=ETKTF=за правилом Саррюса=
або трикутника і отримують формулу=ETKOFK=






































=D == = = ETKUF=
TKQKOK=програма розрахунку визначника=QхQ=елементи=
№= Оператори= Коментарії=
1= lk= Натиском клавіші=lk=включається=
мікропроцесор=
O= Mlab= Вибір режиму роботи=
P= mold= Курсор підводиться на режим=
програмування=
4= bkTbo= ПускI=фіксація режиму=mold=
R= ork= Курсор підводиться на режим виконання=
програми=
6= bkTbo= Фіксація режиму виконання програми=
T= mlxhoAMbo]= Курсор підводиться на програму=hoAMbo=
8= bkTbo= Фіксація програми=
ПРОГРАМА=







R= fkpT= Доступ до режиму операторів=
6= mrintI=bkTbo= Вивід результату на екран дисплея=
T= “wZ”I=wX= Значення ∆=
8= bka= Завершення програми=
=
TKQKPK=Контрольний приклад=
= = = =Коефіцієнти нормальних рівнянь при побудові істинної моделі=




















N= NMЕ= = A= NM= NUUIONUЕ= = g=
O= ORISЕ= = _= NN= RPPINUSOЕ= = h=
P= SUIOSЕ= = C= NO= NRQPIOMTЕ= = i=
Q= NUUIONUЕ= = a= NP= NUUIONUЕ= = M=
R= ORISЕ= = b= NQ= RPPINUSOЕ= = k=
S= SUIOSЕ= = c= NR= NRQPIOMTЕ= = l=
T= NUUIONUЕ= = d= NS= QRQPIQMRNЕ= = m=
U= RPPINUSOЕ= = e= NT= = OISUPSQQUV= =








TK=буквою Е позначений натиск клавіші=bkTbo=Eвведення або пускFK=




Розкладом визначника четвертого порядку по елементам першої=
строчкиI=розрахувати визначникI=утворений коефіцієнтами=
нормальних рівняньI=отриманих при побудові істинної моделі=










































РішенняK= Підставимо розклад визначника четвертого порядку по=

























































































































Розкладом даного визначника по елементам першої строчки=























































Для тогоI= щоб із цієї системи визначити невідомі хіI= складемо із=













=D == = = EUKOF=
Помножимо ліву і праву частину рівності= EUKOF=на ХіK=В лівій частині=
будемо мати ∆· =ХіI= в правій же частині введемо у всі члени і-го=


















Після до і-го стовпчика визначника= EUKPF= додамо решту стовпчиківI=
помножених відповідно на ХNI=ХOI=ХnK=Величина визначника від цього=
не змінитьсяK=
ТодіI= і-й стовпчик представить собою ліву частину системи рівнянь=
EUKNFK=














































D= = = EUKRF=
Формула= EUKRF= дає можливість визначити кожне невідоме системи=
лінійних рівнянь=EUKNFK=
Якщо вільні члени системи лінійних рівнянь рівні нулюI= то вона=
називається системою лінійних однорідних рівняньK=
Система лінійних однорідних рівнянь може мати рішення відмінне від=
нульовогоI=якщо визначник системи ∆ рівний нулюK=




















































































































































u =D = = = EUKNRF=
=
UKOK= Оцінка точності параметрівI= отриманих із рішення нормальних=
рівнянь=




Ammu = = = EUKNSF=
IOO
O D=
Ammu = = = EUKNTF=
IPP
P D=
Ammu = = = EUKNUF=
IQQ
Q D=






























де= mxNI =mxOI =mxPI =mxQ= –= середні квадратичні похибки визначаємих=
невідомих ХNI =ХOI =ХPK =ХQX=m=–=середня квадратична похибка одиниці=











= = = = EUKOMF=
У формулі= EUKOMF= n= –= число пар значень= u= і= v= факторних і=
результуючих ознакI= які отримують в результаті проведення=
педагогічного експериментуK=В нашому випадку=nZNMX=
h=–степінь апроксимуючого поліному=Eв нашому випадку=hZPFK=
Відхилення=s=розраховують за формулою=
sZvJv′I= = = = EUKONF=
де= v =– =значення результуючих ознак істинної моделіX =v′= – =
розрахункове значенняX= АNNI =АOOI =АPPI =АQQ= –= алгебраїчні доповнення=





































A = = = = EUKORF=
де==
KNQNQNPNPNONONNNN AaAaAaAa +++=D == EUKOSF=
= J=SM=J
Таким чиномI= ми маємо необхідні теоретичні розробки для повної=




ЗадачаK=В результаті проведення психолого-педагогічного=





Знайти невідомі параметри= aI= bI= cI= d= і записати отриману формулу у=
вигляді поліному третього порядку виду= yZauPHbuOHcuHd= і зробити=
оцінку точності визначених коефіцієнтів= aI= bI= cI= dI= якщо середня=
квадратична похибка одиниці ваги становила= mZMINN= балів по шкалі=
СпілбергераK=
РішенняK=





























































































Таким чиномI=нами отримана формула=
KNVQVTNUSIUSNOORMORPIUPSNSMVNMPPIPORSRVNUQQIQ OP +-+-= ХХХy =
























== Ошибка!=Объект не может быть создан из кодов=
полей редактирования.=
Раціонально проводити обчислення по приведеним програмамK= При=
цьомуI=вирахувавши спочатку визначник ∆I=який буде знаходитися в=
регістрі=wI=знаходять алгебраїчні доповнення АіКI=які будуть в регістрі=




























========Лекція=9.=Поняття визначника будь-якого порядку 
= = = = = = =В загальній задачі рішення і дослідження системи рівнянь=






























обчислювальних задачах математики приходиться мати діло з=
визначниками=nJго порядку=EnZOIPIQIRISKKKFK=
= = = = =Теорія визначників довільного порядку будується в загальних=
рисах аналогічно приведеної нами теорії визначників третього і=
четвертого порядківX= однак фактична побудова її зі всіма деталями=
потребує ряду допоміжних пропорцій і тим самим представляє деякі=
труднощіK= Ця теоріяI= як і теорія системи рівнянь першого степеня з=
багатьма невідомимиI= приводиться в будь-якому курсі лінійної=
алгебриK=
=====Ми обмежимося лише слідуючими вказівкамиW=
NK Визначник порядку= n= задається квадратною таблицею чисел=
(елементів визначникаFI= що має= n= строчок і= n= стовпчиківX=
позначається визначник порядку= n= аналогічно визначникам=
порядку=OX=P=і=QK=
OK Мінором деякого елемента визначника порядку= n= називається=
визначник порядку= nJNI= отриманий із даного шляхом=
викреслювання строчки і стовпцяI= на перетині цих=
розташований цей елементK=
PK Алгебраїчним доповненням деякого елемента визначника є=
мінор цього елементаI =взятий зі своїм знакомI =якщо сума=
номерів строчки і стовпцяI= на перетині яких розташований=
елементI=є число парнеI= і з оберненим знакомI=якщо це число=–=
непарнеK=
QK Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-якого=
стовпця=Eабо строчкиF=на їх алгебраїчні доповненняK=Тим самим=
обчислення визначника порядку= n= зводиться до обчислення= n=
визначників порядку=nJNK=
Так для визначника=





















при чому сума повинна бути поширена на всі перестановки=n=чисел=NI=
OI=KKKI=nK=
Таким чиномI=із елементів А стовпчика складаються всі добутки=
= J=SQ=J
IKKKOONN ninii aaa =
із=n=співмножників кожнийI=що вміщує по одному елементу із кожної=











np = = = = EVKOF=
Ці=n!=доданків і складають в сумі визначник ∆K=
Визначник ще позначаютьW=
Kdet ihaAA ==D= == = EVKPF=
Якщо= iha=D  визначник порядку= nI =то мінором МіК елемента= iha =
називають визначник порядку=nJNI=отриманий із ∆ викреслюванням і-ї=
строчки і К-го стовпця.Під алгебраїчним доповненням= ihA  елемента=

























































































































RK Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-якого=
стовпчика=Eабо строчкиF=на їх алгебраїчне доповненняK=
Тим самим обчислення визначника порядку= n= зводиться до=
обчислення=n=визначників порядку=nJNK=
SK Всі приведені вище нами властивості визначників відносяться=
до визначників будь-якого порядкуK=

































































































На комп’ютері в редакторі=Microsoft=lffice=bxcel=рішити способом=
Крамера систему нормальних рівнянь=
= [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

















Значком=x]=позначені суми відповідних елементівI=як це запропонував=
ГауссK=
В ході рішення домашнього завдання кожний студент має=
прораховану індивідуальну систему нормальних рівняньI= складену=
для побудови математичної моделіK=
Набирається визначник ∆ в слідуючих чарунках=
= A= _= C= a= b= c=
N= = = = = = =
O= xuS]= xuR]= xuQ]= xuP]= = xuPv]=
P= xuR]= xuQ]= xuP]= xuO]= = xuOv]=
Q= xuQ]= xuP]= xuO]= xu]= = xuv]=
R= xuP]= xuO]= xu]= k= = xv]=
= = = = = = =
При наборі визначника необхідно цілі числа відділяти комою лише із=
числового рядуK=
Помилкою студентів є виділення чисел цілих від десятих і сотих=
долей комою із буквеного рядуK= При цьому комп’ютер не може=
працювати з числовим масивомK=






























= A= _= C= a= b= c=
N= = = = = = =
O= QRQPIQMRNOS= NRQPIOMTMS= RPPINUSO= NUUIONU= = NQVOIOPT=
P= NRQPIOMTMS= RPPINUSO= NUUIONU= SUIOS= = RUOIUN=
Q= RPPINUSO= NUUIONU= SUIOS= ORIS= = OPTIN=
R= NUUIONU= SUIOS= ORIS= NM= = NMN=
= = = = = = =
В довільній комірці записується формула розрахунку визначникаW=
=МОПРЕД=EAOWaRF=bkTbo=
Знак дорівнює необхідно ставити для тогоI= щоб процесор=
налаштувався на роботу з числовим масивомK=
МОПРЕД набирається на російській мовіK=
Після відкривають дужку і на англійській мові задають крайній лівий=
верхній кут числового масиву= Eв нашому випадку АOF= і крайній=
правий нижній кут числового масиву=Eв нашому випадку=aRFK=
Як тільки ми задамо розміри масиву зразу ж синім кольором на=
дисплеї окреслиться даний числовий масивK=
Дві крапки ставляться також з англійського шрифтуK=
Деякі студенти замість двокрапки ставлять крапку з комою і навіть=
тиреI=що приводить до спотворених результатівK=
В нашому випадку отримали=
∆ZOISSVQRTMOPK=
=====Ставлячи числові дані вільних членівI=які ми заздалегідь набрали у=
стовпчик=cI=почергово на місце числових значень у стовпчиках=AI=_I=
CI= aI= отримаємо значення визначників ∆ХNI =∆ХOI =∆ХPI =∆ХQ= EдивK=
формули=EUKNOFI=EUKNPFI=EUKNQFI=EUKNRFK=
= = = = =За формулами= EUKUFI= EUKVFI= EUKNMF= і= EUKNNF= знаходимо невідомі=
коефіцієнти ХN=аI =ХOZbI =ХPZcI =ХQZd= шуканого поліному третього=
степеняK=
= = = = =Після знаходяться алгебраїчні доповнення і виконують оцінку=
точності зрівноважених елементівI= як це ми виконали на попередній=
практичній роботіK=
ЗамітимоI= що комп’ютер вичислює визначник з точністю до=
сімнадцяти знаків після коми і по точностіI= звичайноI=він забезпечує=







OK Я.СK=БугровI=С.МK=НикольскийK=Элементы линейной алгебры и=
аналитической геометрииK=–=МKW=НаукаI=NVUMI=–=NTSсK=




RK Гарольд КрамерK=Математические методы статистикиK=–=МKW=
МирK=NVTRI=–=SQUсK=
SK Р.МK=ЛітнаровичK=Основи математикиK=Дослідження впливу=
ситуативної тривожності на характеристики пам’ятіK=















































































===J==Схема знаків алгебраїчних доповнень…OU=
===J==Ситуативна тривожність…RO=
====J==Середня квадратична похибка одиниці ваги…RV=
Т=J==Тотожності…QP=


























































































































































































































































































Комп’ютерний набірI=версткаI=дизайн у редакторі=




УНІВЕРСИТЕТ імені академіка Степана Дем’янчука=
=
Кафедра математичного моделювання 
PP027, м. Рівне, вул. акад. С. Дем’янчука, 4 
Cl
ick
 he
re 
to 
bu
y
A
BB
YY
PDF
Transformer 3.0
www.ABBYY.c
om
Cl
ick
 he
re 
to 
bu
y
A
BB
YY
PDF
Transformer 3.0
www.ABBYY.c
om
